Examen global Algebra Lineal Examen 17 de Enero de 2011

Apellidos, Nombre

Departamento de Matemdtica Aplicada a la I.T. de Telecomunicacion
ASIGNATURA: ALGEBRA LINEAL

Problema 1 (2 puntos)

Sea A una matriz 3 x 5 cuya forma escalonada reducida es

12000
00101
000171

y sea T : R® — R? la transformacién definida por T'(x) = Ax

a)

(0,2 puntos) Calcula el rango de A y la dimension del espacio nulo de A

Solucion: Rango A = n° de posiciones pivotes =3 vy

Dim (Nul A) =5 — Rango A = 2

(0,2 puntos) Calcula la dimensién del espacio fila de A

Solucion: Es igual al rango, es decir 3

(0,2 puntos) Calcula las dimensiones del espacio imagen y del espacio nulo de T’
Solucion: La dimensiones del espacio imagen es igual al rango de A, es decir 3, y la
del espacio nulo de T es igual a la del espacio nulo de A, es decir 2.

(0,2 puntos) jEs T inyectiva? jy suprayectiva?

Solucion: Es suprayectiva pero no inyectiva

o
T 1

(0,2 puntos) Estudia si el sistema A |x3] = |[0| tiene una, ninguna o infinitas
Ty 0
[ 5]

soluciones.

Solucion: Tiene infinitas soluciones

(0,2 puntos) Estudia si (0,0, 1, 1,2) pertenece al espacio fila de A

Solucion: S1 pertenece, ya que las filas de la forma escalonada de A forman una base
de Fil A y (0,0,1,1,2) es una combinacién lineal de estas filas (es la suma de la

segunda con la tercera)
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g) (0,8 puntos) Calcula una base del espacio nulo de A.

Solucion: El sistema Ax = 0 es equivalente a un sistema cuya matriz ampliada es

120000
001010
000110

El conjunto de soluciones de este sistema en forma paramétrica es (tomando las

variables libres como pardmetros)

T —2
T 1
3| =22 | 0| +o5 [—1
Ty 0 -1
| 75 | | 0] | 1]

Luego una base del nicleo de A es {(—2,1,0,0,0),(0,0,—1,—1,1)}.

Problema 2 (1 punto)
Sea My el espacio vectorial de todas las matrices 2 X 2 y T' : Moyo — Msyo la aplicacion
lineal definida por T(A) = A+ A" (A’ denota la matriz transpuesta de A). Calcula el

espacio Nulo o Nicleo, de T.

Cc

2a b+c) (00 N a=0, b=-c
b+c 2d ~\oo c=—d, d=0

1
Por tanto, Nul(T) = Gen{< ’ >}

Solucion: Sea A = ( “

) , entonces A pertenece al espacio nulo de T si:

-1 0

Problema 3 (2 puntos)
Sea T : R* — R? la aplicacién lineal definida por

T(x,y,z) = (x+vy,2).
1) (0.3 puntos) Calcula la matriz canénica de T.

1 10
001

2) (1 punto) Calcula la matriz de T referida a las bases B = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}
de Ry C ={(1,1),(0,1)} de R%

Solucion:
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Solucion: Como
T(17170) - (270) y [(27())]0 = (27_2)
T(0,1,1) = (1,1)

T(LO? 1) = (17 1) y [(1’ 1)]0 = (170)

2 11
-2 0 0
3) (0.7 puntos) Sea S la aplicacién lineal S : R?* — R?* definida por S(z,y) = (y,z,0).

Calcula la matriz de la transformacion T o S(z) = T(S(z,y)) respecto de la base

la matriz es

canénica de R?.

01
Solucion: La matriz canénicade Ses | 1 0 |[. Por tanto, la matriz de la transformacion
0 0

T o S(x) =T(S(x,y)) respecto de la base canénica de R* es

01
110 11
-1 0 | =
0 01 0 0
0 0
Problema 4 (1 punto)

Sea T la aplicacién lineal T': R? — R? definida por
Determina una base respecto de la cual la matriz asociada a T sea diagonal.

1 2

Solucion: La matriz canénica de la transformacién es A = A cuyos autovalores

son A\; = 2, Ay = 3. Por tanto la matriz A es diagonalizable. Los autoespacios asociados a

A =2= Gen{(i)}
Ao =3= Gen{(i)}‘

Por tanto, la base respecto de la cual la matriz asociada a T es 1 la matriz diagonal

| ()0

~\o0 3
Problema 5 (1 punto) Resuelve la ecuacién diferencial y' — 5y + 6y = 0 verificando las

los autovalores son:

€S:

condiciones iniciales y(0) = 2,y'(0) = 3.
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Solucion: Las soluciones de la ecuacién caracteristica, t2—5t+6 = 0, asociada a la ecuacién
diferencial homogénea y" — 5y + 6y = 0, son t; = 2,t, = 3. Por tanto la solucién general

de la ecuacién viene expresada por:

Yy = c1”" + coe™.
Y la solucién particular de la ecuaciéon diferencial que verifica las condiciones iniciales es
tomando ¢; = 3, ¢, = —1. Es decir,

Yp = 3e% — 37,

Problema 6 (1.5 puntos)

El espacio nulo de una matriz A € Msy.3 son los vectores propios (z,vy,z) cumpliendo

0 0
z=x+y. Ademassesabeque A-| 0 | =] 0
1 2

1) (0.5 puntos) Calcula una base de vectores propios de A.
2) (0.5 puntos) Encuentra una matriz P invertible y otra diagonal D tal que A = PDP~!.
3) (0.5 puntos) Calcula A.

Problema 7 (1,5 puntos) Sean

<

I
— = =

I
W N =

op

I
o O W

a) (0,2 puntos) Encuentra una matriz A tal que

AVv+uw=A , A e R.

b) (0,8 puntos) Calcula, resolviendo un problema de minimos cuadrados, los valores de

Ay p que hagan a la norma H)\V + puw — bH tan pequena como sea posible.

¢) (0,5 puntos) Calcula una base ortogonal del subespacio V' = Gen {v,w}.
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