Asignatura: ALGEBRA LINEAL Fecha: 18 de Enero de 2013

Fecha publicaciéon notas: 24 de Enero de 2013 Fecha revision examen: 29 de Enero de 2013

Duracién del examen: 2 horas y media

APELLIDOS Y NOMBRE:

DNI: Titulacién:

1. Sea V el espacio de R* formado por los vectores (z1, s, 3, 24) que verifican
T1+x24+23=0 Y 1 —x4 =0

a) (0,3 puntos) Encuentra una matriz A € Max4 cuyo espacio nulo sea V

1 11 0
1 0 0 -1

Solucién: A=

b) (0,2 puntos) Calcula la dimensién de V/
Solucién: Como dim(Nul A) +Rango(A) = 4 y Rango(A) = 2, se tiene que dimV = dim Nul A = 2.
¢) (0,5 puntos) Encuentra una base de V

Solucién: Como dim(V) = 2, basta encontrar 2 vectores linealmente independientes cumpliendo
las ecuaciones de V' (z1 + 22 + 23 = 0,21 — ¢4 = 0). Por ejemplo:  {(1,-1,0,1),(1,0,—1,1)} es una
base de V.

2. Sea T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z +y,2z + 4y) y sea G : R? = R? un giro de 180° con centro en

el (0,0) (o equivalentemente una simetria con respecto a (0,0)).

a) (0.5 puntos) ;Es T invertible? en caso de serlo calcula T~ !(z,y)

11
Solucién: La matriz estandar de T es A = . Como det A = 2 # 0, A es no singular, y por
2 4

tanto T es invertible. La matriz de T-! es A~1 = % . Por tanto

x 114 —-1| |z 1| 4z —y

y 212 1 y 2 —2z+y

b) (0.5 puntos) Calcula la matriz de la transformacién H(z,y) = G(T(z,y))

-1 0
Solucién: Como G(1,0) = (—1,0) y G(0,1) = (0, —1), la matriz estdndar de G es . Entonces
0 -1

la matriz de H(z,y) = G(T(z,y)) es



3. Sea P el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 2 y sea T : Py — P5 la transformacién

lineal que transforma un polinomio p(z) € Py en el polinomio zp'(z). Por ejemplo T'(3z% +z) = z(6x+1).

2)

(0,2 puntos) ;Pertenece el polinomio p(z) = 5 al nicleo ( o espacio nulo) de T'? (justifica la respuesta)
Solucién: Si pertenece ya que T'(5) = 0.
(0,2 puntos) Describe el nicleo de T

Solucién: El nicleo de T es el conjunto de los polinomios de grado 0 (es decir de constantes,

Nul(T) = {k : k € R}).

(0,2 puntos) ;Pertenece el polinomio p(xz) =5 a la imagen (o rango) de T'? (justifica la respuesta)

Solucién: No pertenece ya que para cualquier polinomio p(z), T(p(x)) =ap/'(z) #5.

(0,2 puntos) jes T suprayectiva? jes T inyectiva?

Solucién: No es suprayectiva ya que 5 ¢ Imagen T'. No es inyectiva ya que T'(5) = 0.

(0,2 puntos) Encuentra una base del espacio imagen de T

Solucién: Como T'(a+ bx + cx?) = x(b+2cx) = bz + 2cx?, una base de la imagen de T es {x,2%}.

(0,5 puntos) Encuentra la matriz de T respecto de la base {1, z,2%} de Ps.

Solucién: Los transformados de los elementos de la base £ = {1,z,22} son T(1) = 0,T(x) = x

y T(2?) = 222 cuyas coordenadas en la base £ son respectivamente (0,0,0),(0,1,0) y (0,0,2). Por
0 0 0

tanto, la matriz de T respecto de la base £Ees |0 1 0

0 0 2



APELLIDOS Y NOMBRE:

4. (1,5 puntos: 0,1 puntos por cada respuesta correcta y —0,05 por cada respuesta errdnea) Sean A una
matriz 100 x 55 de rango 55, b un vector de R'% y ¢ un vector de Col A . Sean T : R% s R! ]a
transformacién definida por T'(x) = Ax, , y [A b] y [A c] las matrices ampliadas de los sistemas Ax = b
y Ax = c. Rellena los siguientes recuadros con S (Siempre), N (Nunca), o con X (podrfa ocurrir o no,
dependiendo de cuales sean la matriz A y los vectores b y c). Por ejemplo, en la afirmacién: “A tiene 55
columnas” se pondria S, en la afirmacién: “A es una matriz cuadrada” se pondria N, y en la afirmacion:

“Ax = b tiene alguna solucién”, se pondria X ya que no siempre ocurre (pero podria ocurrir).

A tiene 55 columnas independientes

La aplicaciéon T es inyectiva

La aplicacién T es suprayectiva

La matriz [A b] tiene una posicién pivote en la tltima columna

Dim(Nul (4)) =45

El sistema Ax = b tiene infinitas soluciones

El sistema Ax = c tiene alguna solucién (es compatible)

El sistema Ax = c tiene una unica solucién
Dim(Col(A)) = 55

El rango de [A b] es 55

El rango de [A c] es 56

Nul A = {0}

La dimensiéon de la imagen de T es 45

A tiene 55 posiciones pivote

Z|lr|Z2|n|Z | x| v Z|Z| x| Z2 n n

El sistema homogéneo Ax = 0 tiene infinitas soluciones

1 3 1 1 3 1
5. (1 punto) Sean A= [2 2 0f|,vi= [2|,va= |2|,vs= |0]| ysea B={vy,va,vs}. Encuentra una

3 1 1 3 1 1
base C de R3 tal que A = Pg.¢, es decir tal que A sea la matriz de cambio de coordenadas de la base C

a la base B.

Solucién: Denotamos C = {cy, co, c3}. La primera columna de A = Pg, ¢ proporciona las coordenadas

1 10
en la base B del primer elemento de la base C, [c1]p = |2| . Entonces ¢ = v +2va +3vy3 = | 6 | . De
3 8
la misma forma
10 2
co =3vy+2vy +1vy = |10 y C3=Vi+Vv3= |2
12 4



6. Sea

2)

b

I
o o =
— = O
o O O

(0.3 puntos) Calcula los valores propios de A

Solucién:  El polinomio caracteristico de A es

I-x 0 0
det A=A =det| 0 1-)X 0|=-M1-))?

y por tanto sus valores propios son 0 (simple) y 1 (doble).

(0.5 puntos) Calcula dos, o si es posible tres, vectores propios de A linealmente independientes
Solucién: El espacio propio correspondiente al valor propio 1 esta formado por las soluciones del
sistema

00 O x 0

00 O y| =10

01 —-1{ |z 0

o equivalentemente por las soluciones de y — z = 0. Este espacio tiene dimensién 2, y en consecuencia
existen 2 vectores propios independientes correspondientes al valor propio 1, por ejemplo (0,1,1)
y (1,0,0). El espacio propio correspondiente al valor propio 0 esta formado por las soluciones del

sistema
1 0 0| |z 0

0 1 0| [yl =10

0 1 0| [# 0
o equivalentemente por las soluciones de x = 0,y = 0. Entonces un vector propio correspondiente
al valor propio 0 es (0,0,1). Por tanto (0,1,1), (1,0,0) y (0,0,1) son tres vectores propios de A
linealmente independientes.

(0.5 puntos) jEs A diagonalizable? en caso de serlo, encuentra una matriz P invertible y una matriz

D diagonal tales que A = PDP~!.

Solucién:  Si es diagonalizable, de hecho, segtin lo obtenido en el apartado anterior A = PDP~!,

donde

01 0 1 0 0
P=11 0 0 v D=0 1 0
1 01 0 0 O
(0.2 puntos) Calcula A7
Solucién:

17 0 0
AT =pDVP =P | g 17 o|P '=PDP'=A4
0 0 0



APELLIDOS Y NOMBRE:

7. Sea V el subespacio de IR® generado por los vectores (1,2,3) y (0,3,5), y sea b = (2,—1,0).
a) (1 punto) Calcula la proyeccién ortogonal de b sobre V'

Solucién: Para encontrar una base de V utilizamos el proceso de Gram-Schmidt: hacemos u; =

(1,2,3) y como

0 1 —3/2
(0,3,5) - (1,2,3)
-2 ol = o
1(1,2,3)]12
5 3 1/2

tomamos us = (—3,0,1). Los vectores calculados u; y us forman una base ortogonal de V. Entonces

b'll1 b'llg

u; + u, = (9/5,0,—-3/5
Tl T a2 = (9/5:0.73/5)

Proyy b =

b) (0.3 puntos) Calcula la distancia de b al subespacio V.

Solucion:
7

dist(b, V) = [[b — Proyy b|| = [|(1/5,-1,3/5)|| =/ =

¢) (0.2 puntos) Calcula un vector ortogonal a V.

Solucién: Un vector ortogonal a V' es

b — Proy, b = (1/5,-1,3/5)



8. (1 punto) Resuelve la ecuacién diferencial con condiciones iniciales

Solucién: El sistema homogéneo asociado y”" —y = 0 tiene ecuacién caracteristica k2 — 1 con raices
k =1y k= —1. Como 0 no es raiz del polinomio caracteristico existe una solucién de 3"’ —y = —x del

tipo y = ax? + bz + c. Sustituyendo en la ecuacién se obtiene

v —y=2a—az®—br—c=—zx

Tomando a = ¢ = 0 y b = 1 se obtiene la solucién particular y = x. La solucién general de 4"’ —y = —x es
y=x+ Cre® + Coe™"

Resolviendo el sistema

y(0)=C1+Cy =3

y(0)=14+C;—Cy=0
encontramos los valores de las constantes para que se verifiquen las condiciones iniciales y(0) = 3,4'(0) = 1.
La solucién de este sistema es C7 = 1,C5 = 2. Por tanto, la solucién de la ecuacién diferencial con

condiciones iniciales es

y=x+e*+ 2"





