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1. (1,5 puntos: 0,1 puntos por cada respuesta correcta y −0,1 por cada respuesta errónea) Sea A una matriz

cuya forma escalonada reducida es 

1 0 0 2 1 0 0

0 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1


y sean a1,a2, . . . ,a7 las columnas de A, v =

[
2 1 0 −1 0 0 0

]>
, w =

[
1 2 3 4 0 0 0

]>
,

b ∈ R5, c ∈ R7 (vectores columna) y T : R7 7→ R5 la transformación definida por T (x) = Ax.

Rellena los siguientes recuadros con S (Siempre), N (Nunca), o con X (podŕıa ocurrir o no, dependiendo

de cuales sean la matriz A y los vectores b y c).

El sistema Ax = b tiene infinitas soluciones S

El sistema Ax = b tiene una única solución N

El sistema Ax = 0 tiene infinitas soluciones S

El espacio nulo de A tiene dimensión 2 S

Las columnas de A forman una base de R5 N

El espacio columna de A es R5 S

T es suprayectiva S

T es inyectiva N

w pertenece al espacio nulo de A N

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 0 N

v pertenece al espacio nulo de A S

2a1 + a2 − a4 = 0 S

El rango de A> es 5 S

El sistema A>x = c tiene una única solución X

El espacio nulo de A> tiene dimensión 2 N
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2. Sea T : R2 7→ R2 la transformación definida por T (x, y) = (2x − y,−x + 2y), B = {(1, 1), (1, 0)} y

E = {(1, 0), (0, 1)}.

a) (0,5 puntos) Calcula la matriz de la composición (T−1 ◦ T−1)(x) = T−1
[
T−1(x)

]
Solución: La matriz (estándar o canónica) de T es

A =

 2 −1

−1 2


Entonces la matriz de T−1 es

A−1 =
1

3

2 1

1 2


La matriz de la composición (T−1 ◦ T−1)(x) = T−1

[
T−1(x)

]
es

A−1A−1 =
1

3

2 1

1 2

 1

3

2 1

1 2

 =
1

9

5 4

4 5


b) (0,5 puntos) Calcula la matriz de cambio de base PB←E , es decir la que verifica PB←E [x]E = [x]B

para todo x ∈ R2, donde [x]B es el vector de coordenadas de x en la base B y [x]E = x es el vector

de coordenadas de x en la base estandar E .

Solución: La matriz de cambio de base PE←B es

PE←B =

1 1

1 0


Entonces

PB←E = P−1E←B =

0 1

1 −1


c) (1 punto) Encuentra la matriz respecto a la base B (la B-matriz) de la transformación lineal T

Solución: Los transformados de la base B son

T (1, 1) = (1, 1), T (1, 0) = (2,−1)

Las coordenadas de T (1, 1) = (1, 1) en la base B son (1, 0) y las coordenadas de T (1, 0) = (2,−1) en

la base B son (−1, 3) ya que (2,−1) = −(1, 1) + 3(1, 0) o bien porque

PB←E

 2

−1

 =

0 1

1 −1

 2

−1

 =

−1

3


Por tanto la matriz respecto a la base B de T es

[T ]B =
[
[T (1, 1)]B [T (1, 0)]B

]
=

1 −1

0 3


También se puede calcular la B-matriz de T , a partir de la matriz estándar de T , A, utilizando la

relación

[T ]B = P−1E←BAPE←B =

0 1

1 −1

 2 −1

−1 2

1 1

1 0

 =

1 −1

0 3


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APELLIDOS Y NOMBRE:

3. Sea V el subespacio de R3 generado por los vectores (1, 1, 1) y (−1, 0, 1) y sea b = (1, 0, 0)

a) (1 punto) Calcula la proyección ortogonal de b sobre el subespacio V , ProyV b, y la distancia de b

al subespacio V

Solución: La proyección ortogonal de b sobre V es

ProyV b =
(1, 1, 1) · (1, 0, 0)

‖(1, 1, 1)‖2
(1, 1, 1) +

(−1, 0, 1) · (1, 0, 0)

‖(−1, 0, 1)‖2
(−1, 0, 1) =

1

3
(1, 1, 1)− 1

2
(−1, 0, 1)

=

(
5

6
,

1

3
,−1

6

)
Entonces la distancia de b al subespacio V es

dist(b, V ) = dist(b,ProyV b) = ‖b− ProyV b‖ =

∥∥∥∥(1

6
,−1

3
,

1

6

)∥∥∥∥ =

√
1

36
+

4

36
+

1

36
=

1√
6

b) (0,5 puntos) Calcula la matriz de la proyección ortogonal sobre el subespacio V , es decir una matriz P

tal que se verifique ProyV x = P x para todo x ∈ R3. Comprueba que se se verifica ProyV b = P b.

Solución: Una base ortonormal de V esta formada por las columnas de la matriz

U =


1√
3
− 1√

2

1√
3

0

1√
3

1√
2


Entonces la matriz de la proyección ortogonal sobre el subespacio V es

P = U U> =


1√
3
− 1√

2

1√
3

0

1√
3

1√
2


 1√

3
1√
3

1√
3

− 1√
2

0 1√
2

 =


5
6

1
3 − 1

6

1
3

1
3

1
3

− 1
6

1
3

5
6


En efecto

ProyV b =


5
6

1
3

− 1
6

 = Pb =


5
6

1
3 − 1

6

1
3

1
3

1
3

− 1
6

1
3

5
6




1

0

0


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4. Sean

A =


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3

 , B =


−6 −1 −1

−1 −6 −1

−1 −1 −6

 , p1 =


1

1

1

 , p2 =


1

−1

0

 , p3 =


1

0

−1


a) (0,5 puntos) Sabiendo que p1,p2 y p3 son vectores propios de la matriz A y también de la matriz B

calcula los valores propios de la matriz A y de la matriz B sin calcular previamente los polinomios

caracteŕısticos

Solución: Se tiene

Ap1 =


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3




1

1

1

 =


1

1

1

 = p1, Ap2 =


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3




1

−1

0

 =


4

−4

0

 = 4p2

Ap3 =


3 −1 −1

−1 3 −1

−1 −1 3




1

0

−1

 =


4

0

−4

 = 4p3, Bp1 =


−6 −1 −1

−1 −6 −1

−1 −1 −6




1

1

1

 =


−8

−8

−8

 = −8p1

Bp2 =


−6 −1 −1

−1 −6 −1

−1 −1 −6




1

−1

0

 =


−5

5

0

 = −5p2, Bp3 =


−6 −1 −1

−1 −6 −1

−1 −1 −6




1

0

−1

 =


−5

0

5

 = −5p3

Por tanto los valores propios de A son 1 y 4 (este último con multiplicidad 2) y los valores propios

de B son −8 y −5 (este último con multiplicidad 2)

b) (0,5 puntos) Encuentra una matriz P no singular y otra D diagonal tales que A = PDP−1 (no es

necesario calcular P−1)

Solución: Según lo calculado en el anterior apartado, se puede tomar

P =
[
p1 p2 p3

]
=


1 1 1

1 −1 0

1 0 −1

 , D =


1 0 0

0 4 0

0 0 4


c) (1 punto) Calcula una matriz U ortogonal y otra D diagonal tales que B = UDU>

Solución: {p1,p2} es una base del espacio propio asociado a −5. Una base ortogonal esta formada

por p2 y (proceso de Gram-Schmidt)

p3 −
p3 · p2

‖p2‖2
p2 = (1, 0,−1)− 1

2
(1,−1, 0) =

(
1/2, 1/2,−1)

Una base ortogonal de vectores propios es pues (1, 1, 1), (1,−1, 0) y (1, 1,−2). Una matriz U ortogonal

y D diagonal verificando A = UDU> son pues

U =


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3
− 1√

2
1√
6

1√
3

0 − 2√
6

 , D =


−8 0 0

0 −5 0

0 0 −5


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APELLIDOS Y NOMBRE:

5. (1 punto) Utilizando valores y vectores propios complejos, diagonaliza la matriz

A =

1 −2

1 −1



Solución: El polinomio caracteŕıstico de A es

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣1− λ −2

1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2 + 1

y entonces los valores propios son j y su conjugado −j. El espacio propio asociado a λ = j esta formado

por los vectores que satisfacen 1− j −2

1 −1− j

x
y

 =

0

0


La segunda fila es combinación lineal de la primera y entonces la ecuación del subespacio es

(1− j)x− 2y = 0

Una solución no nula, es x = 2, y = 1− j. Por tanto (2, 1− j) es un vector propio asociado a λ = j y su

conjugado (2, 1 + j) es un vector propio asociado a λ = −j. Por tanto

A =

 2 2

1− j 1 + j

j 0

0 −j

 2 2

1− j 1 + j

−1 =

 2 2

1− j 1 + j

j 0

0 −j

 1

4j

 1 + j −2

−1 + j 2


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6. (1 punto) Encuentra la solución general de la ecuación diferencial y′′ + 2y′ + y = ex

Solución: La ecuación caracteŕıstica de la ecuación diferencial homogénea asociada es

k2 + 2k + 1 = (k + 1)2 = 0

Nótese que tiene la ráız doble k = −1. Por tanto la solución general de la ecuación diferencial homogénea

asociada y′′ + 2y′ + y = 0 es

y = C1e
−x + C2xe

−x

Como 1 no es ráız del polinomio caracteŕıstico podemos asegurar que existe una solución particular del

tipo yp = Aex. Sustituyendo

y′′p + 2y′p + yp = Aex + 2Aex +Aex = 4Aex

Haciendo A = 1/4 se satisface la ecuación y aśı yp = (1/4)ex es una solución particular de la ecuación.

La solución general de la ecuación es

y = (1/4)ex + C1e
−x + C2xe

−x

7. Sea T la transformación T :M2×3 7→ M3×2 definida por T (A) = A>.

a) (0,5 puntos) Halla el núcleo (o espacio nulo) y el espacio Imagen (o Rango) de T

Solución: Denotemos por 0m×n la matriz nula (con todas las entradas nulas) m× n. El núcleo de T

son las matrices que verifican T (A) = A> = 03×2. Evidentemente A> = 03×2 si y sólo si A = 02×3.

Por tanto el núcleo de T es {02×3}. El espacio imagen de T es M3×2. En efecto, para cualquier

matriz B ∈M3×2 se tiene que T (B>) = B y por tanto B está en la imagen de T .

b) (0,5 puntos) ¿Es T inyectiva? ¿Es suprayectiva? Justifica la respuesta

Solución: Es inyectiva ya que T (A) = A> = T (B) = B> si y sólo si A = B. Es suprayectiva ya que

el espacio imagen de T es M3×2.
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