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APELLIDOS:

NOMBRE:

Titulacién:

1. (1,5 puntos: 0,1 puntos por cada respuesta correcta y —0,1 por cada respuesta errénea) Sea A una matriz

cuya forma escalonada reducida es

10 0 2 1 00
01 01 0O0O0
001 01 0O
000 O0O0OT1FPO0
_O 00 0 001

T T
y sean aj,as,...,ay lascolumnasde A, v=12 1 0 —1 0 0 0} ,w:[l 23 4 0 0 0} )

b € R?, ¢ € R” (vectores columna) y T : R” + RS la transformacién definida por T'(x) = Ax.

Rellena los siguientes recuadros con S (Siempre), N (Nunca), o con X (podrfa ocurrir o no, dependiendo

de cuales sean la matriz A y los vectores b y c).

El sistema Ax = b tiene infinitas soluciones

El sistema Ax = b tiene una tnica solucién

El sistema Ax = 0 tiene infinitas soluciones

El espacio nulo de A tiene dimensién 2

Las columnas de A forman una base de R®

El espacio columna de A es R®

T es suprayectiva

T es inyectiva

w pertenece al espacio nulo de A

a; + 2as +3a3+4a, =0

v pertenece al espacio nulo de A

2a1 +ay—ay; =0

Elrangode AT es 5

El sistema ATx = ¢ tiene una tnica solucién

Zlilx|lm|ln|w|Z|Z2|Z2|lw|ln|Zz|ln|ln|Zz|n

El espacio nulo de AT tiene dimensién 2




2. Sea T : R? — R? la transformacién definida por T(z,y) = (2v — y,—x + 2y), B = {(1,1),(1,0)} y
&=1{(1,0),(0,1)}.

a) (0,5 puntos) Calcula la matriz de la composicién (T~ o T71)(x) = T[T} (x)]

Solucion: La matriz (estdndar o candnica) de T es

2 -1
A =
-1 2
Entonces la matriz de T~ ! es
JERRAEE
311 2

La matriz de la composicién (T~ o T~ 1) (x) = T[T} (x)] es

JEPEER A
1

112 1| 1105 4
20 3 |1

W =

b) (0,5 puntos) Calcula la matriz de cambio de base P, g, es decir la que verifica P, ¢ [X]e = [X]5
para todo x € R?, donde [x]5 es el vector de coordenadas de x en la base By [x]¢ = x es el vector

de coordenadas de x en la base estandar £.

Solucion: La matriz de cambio de base Pg._ 5 es
P, E+—B —

Entonces

. 0 1
PB«SZPgeB: ]

¢) (1 punto) Encuentra la matriz respecto a la base B (la B-matriz) de la transformacién lineal T

Solucion: Los transformados de la base B son
T(1,1)=(1,1), T(1,0)=(2,-1)

Las coordenadas de T'(1,1) = (1,1) en la base B son (1,0) y las coordenadas de T'(1,0) = (2,—1) en
la base B son (—1,3) ya que (2,—1) = —(1,1) + 3(1,0) o bien porque

2 0 1 2 -1
Pp ¢ = =
—1 1 -1 -1 3

Por tanto la matriz respecto a la base B de T es
1 -1
Tls = [T )]s [TQL0)s] =
0 3
También se puede calcular la B-matriz de T, a partir de la matriz estdndar de T', A, utilizando la

relaciéon
1 0 1 2 1] |1 1 1 -1
[T]B - Pg<_BAP£<—B = =
1 -1 -1 2 1 0 0 3
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3. Sea V el subespacio de R? generado por los vectores (1,1,1) y (—1,0,1) y sea b = (1,0,0)

2)

(1 punto) Calcula la proyeccién ortogonal de b sobre el subespacio V', Proyy b, vy la distancia de b

al subespacio V'

Solucion: La proyeccién ortogonal de b sobre V' es

(1,1,1) - (1,0,0)
(1,1, 1)2

_(51 1
“\6’3 6

Entonces la distancia de b al subespacio V es

1 11 1 4 1 1
dist(b, V) = dist(b, Proy, b) = ||b — Proyy b|| = H (67 —3 6) H =\/36 + 36 + 36 = 7

(0,5 puntos) Calcula la matriz de la proyeccién ortogonal sobre el subespacio V', es decir una matriz P

(=1,0,1) - (1,0,0)

1,1,1) +
R T Wiy [

Proyy b =

1 1
-1,0,1) = =(1,1,1) — =(—-1,0,1
(-1,0,1) = 5(1,1,1) = 5(-1,0,1)

tal que se verifique Proy,, x = Px para todo x € R?. Comprueba que se se verifica Proy;, b = Pb.

Solucion: Una base ortonormal de V esta formada por las columnas de la matriz

1 1
V3 2
—_ |1
U—ﬁ 0
11
V3 V2

Entonces la matriz de la proyeccién ortogonal sobre el subespacio V' es

1 1 5 1 1
NERRERVE I R U U 6 3 6
= T | L V3. V3 VBl 1 1 1
p=0v i 0 _L 9 L 5033
[ V2 V2 1 1 5
V3 V2 6 3 6
En efecto
5 5 1 1] |q
6 6 3 6
— 1 — — 1 1 1
Proyyb=| 41 | =Pb=| 1 3+ 2 0
1 1 1 5
~5 5 3 ¢/ [0



4. Sean

3 -1 -1 -6 -1 -1 1 1 1
A= -1 3 -1, B = -1 -6 -1{, P1= 1], p2=|—-1{, P3 = 0
-1 -1 3 -1 -1 -6 1 0 —1

a) (0,5 puntos) Sabiendo que p1,p2 y pP3 son vectores propios de la matriz A y también de la matriz B
calcula los valores propios de la matriz A y de la matriz B sin calcular previamente los polinomios

caracteristicos

Solucion: Se tiene

3 -1 -1 |1 1 3 -1 -1 |1 4
Api=|-1 3 —=1||1|=|1|=pP1, Ap2=|-1 3 —1| |-1| = [-4| =4p2

-1 -1 3| |1 1 -1 -1 3 0 0

3 -1 —-1| |1 4 -6 -1 —-1| |1 -8
Aps=|-1 3 -1||0|=]0]|=4p3s, Bpi=|-1 —6 -—1| (1| = |-8|=-8p

-1 -1 3| |-1 —4 -1 -1 -6]| |1 -8

-6 -1 —-1|]1 -5 -6 -1 —-1| 11 -5
Bps=|-1 -6 —-1||-1|=]|5]|=-5p2, Bp3=|-1 -6 —-1||0|=1]0/|=-5ps3

-1 -1 —6|]0 0 -1 -1 —6| |-1 5

Por tanto los valores propios de A son 1 y 4 (este dltimo con multiplicidad 2) y los valores propios

de B son —8 y —5 (este dltimo con multiplicidad 2)

b) (0,5 puntos) Encuentra una matriz P no singular y otra D diagonal tales que A = PDP~! (no es

necesario calcular P~1)

Solucion: Segun lo calculado en el anterior apartado, se puede tomar

1 1 1 1 0 0
P = |:p1 P2 p3:| =11 -1 0 ) D= 0 4 0
1 0 -1 0 0 4

¢) (1 punto) Calcula una matriz U ortogonal y otra D diagonal tales que B = UDU "

Solucién: {p1,p2} es una base del espacio propio asociado a —5. Una base ortogonal esta formada
por ps y (proceso de Gram-Schmidt)

p3— ———=p2=(1,0,—-1) — %(1, -1,0) = (1/2,1/2,-1)

P3 P2 )
[p2|?

Una base ortogonal de vectores propios es pues (1,1,1), (1,—1,0) y (1,1, —2). Una matriz U ortogonal
y D diagonal verificando A = UDU " son pues

1 1 1
Vi V2 V6 -8 0 0
— | 1 1 1 _
U=\ls 5 |0 P=]0 -5 0
1 2
o0 % 0 0 =5
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. (1 punto) Utilizando valores y vectores propios complejos, diagonaliza la matriz

1 -2
A=
1 -1
Solucion: El polinomio caracteristico de A es
1—A -2 )
det(A—\I) = =A"+1
1 1=

y entonces los valores propios son j y su conjugado —j. El espacio propio asociado a A = j esta formado
por los vectores que satisfacen
1—5 =2 ||z 0
1 —1—-7| |y 0

La segunda fila es combinacién lineal de la primera y entonces la ecuaciéon del subespacio es
(I-j)z—2y=0

Una solucién no nula, es x = 2, y = 1 — j. Por tanto (2,1 — j) es un vector propio asociado a A = j y su

conjugado (2,1 4+ j) es un vector propio asociado a A = —j. Por tanto
-1
4 2 2 |15 o 2 2 2 2 [l o1 |145 -2
1—j 14410 —j| [1—=4 1+ 1—j 14410 —j| % |-145 2



6. (1 punto) Encuentra la solucién general de la ecuacién diferencial y” + 2y’ + y = €®

Solucion: La ecuacion caracteristica de la ecuacién diferencial homogénea asociada es
E4+2k+1=(k+1)2=0

Notese que tiene la raiz doble k = —1. Por tanto la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea
asociada ¢y’ + 2y +y =0 es
y=Cre %+ Coxe™ ™

Como 1 no es raiz del polinomio caracteristico podemos asegurar que existe una solucién particular del

tipo y, = A e”. Sustituyendo
Yy + 2y, + yp = Ae” 4 2Ae” + Ae” = 4Ae”

Haciendo A = 1/4 se satisface la ecuacién y asi y, = (1/4)e” es una solucién particular de la ecuacién.

La solucién general de la ecuacién es

y=(1/4)e® + C1e™" + Coxe™™

7. Sea T la transformacién T : Mays +— Msyo definida por T(A) = AT.

a) (0,5 puntos) Halla el nicleo (o espacio nulo) y el espacio Imagen (o Rango) de T

Solucion: Denotemos por 0, x, la matriz nula (con todas las entradas nulas) m x n. El nicleo de T
son las matrices que verifican T(A) = AT = 034». Evidentemente AT = 0345 si y s6lo si A = 0ax3.
Por tanto el nicleo de T es {02x3}. El espacio imagen de T es Ms3yxo. En efecto, para cualquier

matriz B € M3y se tiene que T(BT) = B y por tanto B esta en la imagen de T.

b) (0,5 puntos) (Es T inyectiva? ;Es suprayectiva? Justifica la respuesta

Solucion: Es inyectiva ya que T(A) = AT = T(B) = BT si y sélo si A = B. Es suprayectiva ya que

el espacio imagen de T es M3xo.





