EXAMEN FINAL DE ALGEBRA LINEAL

Fecha del examen: 13 de enero de 2017 Duracién del examen: 2 horas y 50 minutos
Publicacién de notas: 23 de enero de 2017 Revisién del examen: 26 de enero de 2017
APELLIDOS:
NOMBRE: DNI:
1. Sean
2 1 3 1
bl = ) b2 = 9 V1 = ) Va2 =
1 2 1 3

a) (0,3 puntos) Resuelve la ecuacién vectorial vi = zby + yba.

Solucién: Las equivalencias por filas

2 1 ] 3 1 2 |1 1 2 |1
|:'b1 b2 ‘ V1:| = ~ ~
1 2 1 21 3 0 -3 | 1
1 2 | 1 1 0 | 5/3
01 | -1/3 01 | -1/3
muestran que la tnica solucién es z =5/3 e y = —1/3.

b) (0,7 puntos) Consideramos las bases de R?, B = {by,ba} y V = {vi,v2}. Obtener la matriz de
cambio de coordenadas Pg. y (la matriz que satisface [x]z = Pg. y[x]y para todo x € R?).

Solucién: Como en el apartado anterior resolvemos la ecuacién vectorial vo = x by + y ba:

2 1 | 1 12 | 3 1 2 | 3
|:'b1 b2 ‘ ij|: ~ ~
1 2] 3 2 1 | 1 0 -3 | -5
12 3|1 0o | -1/3
0 1 | 5/3( (0 1 | 5/3
. 5/3 -1/3
obteniendo x = —1/3 e y = 5/3. Entonces [vy]|g = y [velg = y por tanto
-1/3 5/3
115 -1
Pgey =2
31-1 5

2. (0,6 puntos) Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por T'(z,y) = (x — y,2z — 3y). (Es T una

transformacién invertible? En caso de serlo, calcula su transformacién inversa T~ (z, ).

Solucién: La matriz estandar de T, A = es invertible pues det A = —1 # 0. Por tanto, la
2 -3

transformacién 7' es invertible. La matriz de T—! es A~!. Entonces

-1
T 1 -1 T 3 -1 T 3 —y

Y 2 -3 Y 2 -1 Y 20 —y

0, en otra notacién, T-1(x,y) = 3z — y, 2z — y).



3. Consideramos el sistema Ax = b donde

11 0 1

01 a O
A =

01 1 -1

21 -1 a

a) (0,6 puntos) Determinar para qué valor o valores del pardmetro a la matriz A no es invertible.

Solucién: Las equivalencias por fila

1 1 0 1 1 1 0 1

0 1 a 0 0 1 a 0
A= ~

O 1 1 -1 0 1 1 -1

21 -1 a 0 -1 -1 a-—2

oSO O O =

SO O = =

0 1 11 0 1

a 0 0 1 a 0
l1—a -1 h 0 0 1-a -1
—14a a-—2 0 0 0 a—3

muestran que la matriz es no invertible cuando a =1 o0 a = 3.

dimensién del espacio nulo de A7 Justifica las respuestas.

Solucién: Cuando a = 3,

1 1 0

01 3
Av =

01 1

2 1 -1

3

\
—_
o o e} S

(0,3 puntos) Cuando a = 3, jpertenece el vector v = (=5, 3, —1,2) al espacio nulo de A? jcuél es la

y entonces v pertenece al espacio nulo de A. Cuando a = 3 el rango de A es 3. Segtn el teorema del

rango Rango A+ Dim Nul A = 4. Por tanto, Dim Nul A = 1.

(0,7 puntos) Cuando a = 3 una solucién del sistema Ax = b es p = (3,0, —1, —2). Utilizando esta

solucién particular y lo obtenido en el apartado anterior, calcula la solucién general del sistema

Ax = b cuando a = 3.

Solucién: Cuando a = 3, segin el apartado anterior, Dim Nul A = 1 y el vector v pertenece a

Nul A. En consecuencia, una base de Nul A es {v}. Entonces las soluciones del sistema homogéneo

asociado, Ax = 0 vienen dadas por x = Av, A € R y las soluciones del sistema Ax = b vienen dadas

por



1 0 1
4. Seanvi=|0|,va=]1|,x= |1 y V el subespacio generado por los vectores vi y va.
0 1 3

a) (0,7 puntos) Calcula la distancia del subespacio V al vector x.

Solucién: La proyeccién ortogonal de x sobre V' es

1 0 1
X+ Vi X Vo 1 4
Proyyx = Vi vo==10]l+5]|1|=1|2
[[vall? [[val[? 1 2
0 1 2
1 1 0
La distancia de V ax es [|[x — Proyyx|| = (|1 | = | 2|l = ||| =1 ||| = V2.
3 2 1

b) (0,8 puntos) Calcula un vector vs tal que B = {vi, v, v3} sea base ortogonal de R3.

0

Solucidén: Basta calcular un vector ortogonal a v; y vg, por ejemplo vs = x — Proyyx = | —1

1



5. Sean IP; el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2y T : R? — P, la transformacién

lineal cuya matriz respecto a la base estdndar € = {(1,0), (0,1)} de R? y a la base B = {1, z, 22} de P es

1 1
A=11 -1
-1 1
a) (0,3 puntos) Calcula el polinomio T'(1,2).
1 1 3
1
Solucién: [T(1,2)]g = A[(1,2)]e=| 1 -1 = | =1 | y entonces T(1,2) = 3 — z + 2%
2
-1 1 1

b) (0,7 puntos) Calcula la matriz de la transformacién 7' respecto a las base C = {(1,1), (1, —1)} de R?
y ala base D = {1 + z,z,2%} de Ps.

Solucién: Como

1 1 2
s = A= [ 1 | (1) = fo
-1 1 0
2
se tiene que T'(1,1) =2=2(1+2z) — 2z y asi [T'(1,1)]p = | —2 |. Como
0
1 1 0
P == [ 1 | ] =]
-1 1 -2
0
se tiene que T(1,—1) = 2z — 222 y por tanto [T(1,—1)]p = | 2 |. Entonces, la matriz de T
—2
2 0
respecto a Cy a D es | —2 2 |. Se podria también obtener esta matriz mediante el cdlculo
0 -2
1 0 0 1 1 2 0
Pp.pAPecc=1-1 1 0 1 -1 R -2 2
o 0 1)\1 1)\ T 0 -2



6. (1,5 puntos) Estudia para qué valores del pardmetro « la matriz

b

Il
(@) (en) —
o = Q
\&) = —

es diagonalizable. Para el valor, o los valores de « tales que A sea diagonalizable, calcula una matriz D

diagonal y una matriz P no singular tales que A = PDP~1,

Solucién: El polinomio caracteristico de A es

En consecuencia, la matriz A es diagonalizable si el espacio propio asociado al valor propio A = 1 tiene

dimension 2. Este espacio propio es el espacio nulo de la matriz

Sia #0, el rango de A — I es 2 y entonces el espacio nulo de A — [ tiene, segin el teorema del rango,

dimensién 1, y por tanto la matriz A no es diagonalizable.

Sia=0,el rango de A — I es 1y entonces el espacio nulo de A — I tiene, segin el teorema del rango,

dimensién 2, y por tanto la matriz A es diagonalizable. En este caso, el espacio propio asociado al valor
propio A =1 es el espacio nulo de

1

A-1T= 1

o O O

0
0
0 1

que esta formado por los vectores (z, y, z) que verifican z = 0. Una base de este espacio es {(1,0,0), (0,1,0)}.

El espacio propio asociado al valor propio A = 2 es el espacio nulo de

-1 0 1
A-2I=10 -1 1
0 0 0

que esta formado por los vectores (z,y, z) que verifican @ = z,y = z. Una base de este espacio es {(1,1,1)}.

Entonces, las matrices pedidas son

1 01 1 00
P=10 11 D=0 10
0 0 1 0 0 2



7. Sea A una matriz simétrica que verifica Avy = 5vq, Avy = 2vy y Avg = 2vs, donde v; = (1,1,1),

vy =(1,-1,0) y v3 = (1,0, —1).

a) (0.7 puntos) Diagonaliza ortogonalmente A y calcula A.

Solucién: Para calcular una base ortogonal del espacio propio asociado al valor propio A = 2,

aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a la base formada por vy y v3 obteniendo
u =ve2 = (1,-1,0), uz=v3—Proygen(u,;vs = (1,0,-1) — 5(1, -1,0) = 5(1, 1,-2)

Entonces
1/vV3 1/v/2  1/V6 5 0 0\ (1/V3 1/V/3 1/V3 311
A=11/V3 —1/vV2 1/V6 02 0f]|1/v2 —1/vV2 0 =11 3 1
1/V3 0 -2/v/6) \o o 2/ \1/v6 1/v/6 —2/V6 1 1 3

b) (0,4 puntos) Sea V el subespacio vectorial de R? generado por vo y vz, V = Gen (va,v3). Calcula

la matriz de la proyecciéon ortogonal sobre V.

1/vV2  1/V6
Solucién: La matriz U = | —1/y/2 1/4/6 | tiene por columnas una base ortonormal de V.
0 -2/V6
Entonces la matriz de la proyecciéon ortogonal sobre V es
1/vV2  1/v6 4/6  —2/6 —2/6
. 1/vV2 —1/V2 0
uv' =|-1/v2 1/V6 =|-2/6 4/6 -2/6
1/vV6 1/vV/6  —2/V6
0 —2//6 —2/6 —2/6 4/6
2 -1 -1
_! 1 2 1
=3~ —
-1 -1 2

¢) (0,4 puntos) Calcula la proyeccién ortogonal de x = (3,2, 1) sobre V.

Solucién: La proyeccién ortogonal de x = (3,2,1) sobre V es

P L 1 2 1 2 0 0
royy X = — | — _ S _
Yv 3 3



8. Sea P4 el espacio vectorial de los polinomios de grado igual o menor que 4 y sea
H={a+ba*+ca* :a,bceR}
a) (0,3 puntos) Demuestra que H es un subespacio vectorial de P, y que B = {1, 2%, 2*} es base de H.

Solucién: H es un subespacio vectorial de P4 puesto que H = {a +bz2+czt sabce ]R} =
Gen {1,22,2*}, es decir H es el subespacio vectorial generado por los polinomios de Py: 1, 22 y 2*. El
conjunto {1, 2%, 2*} es segtin hemos observado un conjunto de generadores de H. Ademés 1, 2%, 2% son
independientes ya que si a + bx? + cz* = 0 necesariamente a = b = ¢ = 0. Por tanto B = {1,222}

es una base de H.
b) (0,8 puntos) Sea C = {2 + 2%, 22, 3z* + 1}. Demuestra que C es base de H.
Solucién: Utilizando el isomorfismo de coordenadas correspondiente a la base {1,222} de H, se

obtiene que C es base de H si y sélo si {(2,1,0),(0,1,0),(1,0,3)} es base de R3, lo cual es cierto

como muestra la siguiente equivalencia por filas

2 01 1 10 1 1 0
11 0f~1|2 0 1|~ (0 -2 1
0 0 3 0 0 3 0 0 3

c) (0,8 puntos) Calcula la matriz de cambio de base Pe. 5 de la base B a la base C.

Solucion: Se tiene

2 0 1
Pocc=|2+a%s %5 [Bat+1s]= |1 1 0
0 0 3

La inversa de Pg. ¢ se puede calcular mediante las equivalencias por filas

201100 [t1o0o]7010 [t 1 o0]0 1 o
110|010 ~f2011]10°O0~|0-21]1]1 -2 0
003001 loo3]001 o 0o 10 0 1/3
11 00 1 0 110 0 1 0
~lo =2 0 | 1 -2 —1/3/~l0o 10| -1/2 1 1/6
0 0 1] 0 0 1/3 001] 0 0 1/3
100 | 12 0 —1/6 3 0 -1
~10 1 0 | -1/2 1 1/6 y entonces PC%B:PB_ic:% -3 6 1
001 0 0 1/3 0 0 2

d) (0,4 puntos) Calcula las coordenadas de p(z) = 2 — 2% + 5z* en la base C.

Solucion:

[z]c = Peeplz]s = -3 6 1 1| == -7

| =



