Calculo 11
21 de enero de 2019

Problema 1. (3 Ptos.)

a) Calcula la derivada direccional de la funcion f(x,y) = xe¥ — Inx — e en el punto
A(1,1) y en la direccidn del vector © = (1,—1).

b) Sea g:R3 — R? una funcion diferenciable, tal que g(1,2,3) = (1,1) y cuya matriz
jacobiana en el punto P(1,2,3) es Jg(1,23) = (} 7 2) Calculalas derivadas
parcialesde fog en P(1,2,3).

c) Calcule los puntos en los que f(x,y) alcanza un maximo, minimo relativo o un punto de
silla.

Solucion:
Primero calculamos el gradiente de f. Vf(x,y) = (e¥ — %,xey —eY).

La funcién f es diferenciable en A(1,1) porque sus derivadas parciales son continuas en A.
Por tanto, la derivada de f en la direccion de v se puede calcular de la siguiente forma:

1 1

o1=V2, W= DufLD =VfA) - W= (-10-(5F.-5)=F

7
Para calcular V(feg )(1,2,3) aplicamos la regla de la cadena:

V(fog)(1,2,3) = Vf (9(1»2»3))'19(1,2,3)=Vf(1,1)-<3 :1 g)z

=(-10)(; 71 )=(—-11-¢0).

. 9(feg) _ 1 9(g) 1 9(fog) _
Por lo tanto: T(l,Z,B)-e 1, o (1,23)=1-—c¢, 5 (1,23)=0

Para el calculo de los extremos locales resolvemos: Vf(x,y) = (e¥ — %,xey —e¥)=(0,0) y
tenemos: xe¥ —eY =0, (x —1):e¥Y = 0= x = 1y sustituyendo en la primera componente

ey — % =0 = y = 0. Luego el Gnico punto critico es P(1,0).
1 ey

A continuacion calculamos la matriz hessiana de f: H(x,y) = <x2 >
e? (x—1eY

H(1,0) = (1 é) ycomo det Hs(1,0) =-1<0.

La funcion f tiene un punto de silla en P(1,0).



Problema 2. (2 Ptos.)

a) Calcule ff y —_dxdy siendo A = {(x,y) ER:1<y <2, y<x<2y}

b) Calcule: §, (y + arctgx) dx + (e¥ — x?) dy siendo C el borde del conjunto
D={(x,y) ER%:x >0,y >0, 1<x?+y? <4} orientado positivamente.

Solucion:

Aplicando el teorema de Fubini tenemos: ffA (xl-:l;/)z = f fyzy (xry)z dy =

2 11 2 1, 1[m%y]> 22
[ty [Z5] "y = [y oy =[5 =5

Para el apartado b) vamos a usar el teorema de Green porque C es una curva cerrada simple
positivamente orientada, diferenciable a trozos, en el plano y

P(x,y) = y*+arctgx y Q(x,y) = e¥ — x? tienen derivadas parciales continuas en un abierto
que contiene D. Por tanto:

456 (y? + arctgx) dx + (e¥ — x*)dy = ffD (‘;—z (x,y) — Z—i(x,y)) dxdy = ffD (—2x —2y)dxdy Yy

realizando un cambio a polares:

/

—4r3]2 -28
3 1

o — i

™
—2(rcos@ + rsen) - r dOdr = f —2r?[senf — cosf)2dr = f —2r?.2dr = [

Zy(x +1)
2+1 T2+n?

Problema 3. (2,5 Ptos) Se define el campo vectorial: F(x,y) = (

)

a) Compruebe que es conservativo y calcule la funcion potencial. (2 Ptos.)
b) Calcule la integral de linea fy F-ds,y=graficadey(t) = (t, et — etz) tefo0,1] .

Solucioén:

Sean F; y F, las componentes de la funcion F. Ambas son de clase 1 en R ( cociente de
polinomios con denominador no nulo) y cumplen:

E)FZ —4xy J0F;

T ) _W=W(%}’)

Por lo tanto F es un campo conservativo. Calculemos la funcion potencial f de F . f: R? - R
diferenciabley con Vf = F

—f( y) =

2x x?

=>f(x,y>=j2 dx =—— 1 g(y)

ye+1 ye+1




—2x%y

, _ —2y(x?+1)
(y2+1)2 +g (}’) — T 2112

(y2+1)?

Ademas %(x, y) =F(xy) =

, -2 _ 1 .,

9= (y2+31/)2 =2y’ + 1) %2=g() = il +c¢ (¢ € R). Luego lafuncion
. . _ xz _ XZ 1 .

potencial buscada es: f(x,y) = ey +g(y) = ey + Sl

La integral de linea pedida se puede calcular ahora como:

j F-ds=f(y))—-fr®)=f10)-f00=2-1=1
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Problema 4. (2,5 Ptos.)

a) Calcule todas las soluciones en C de cos(z) = 3.

b) Calcule [ zjrj dz donde y representa la circunferencia de ecuacion |z| = 2.
Solucioén:
el*+e ) jz -jz 2jz jz jz
cos(z)=3; =3; e/ + e 2 =6; e“)Z2 + 1 = 6e/%; llamando a e/? = w tenemos

w2—6w+1=0; w=2= 36_4=6i:ﬁ

- = 3 + 2+/2. Por tanto e/Z = 3 + 2/2;
jz = ln(3 iZ\/E) +2nmj =z = 2nn—jln(3 iZ\/f) conne€Z
Para el apartado b utilizaremos el teorema de los residuos.

z?2 —1=0; z = +1 polos de orden 1 porque sen(+1) # 0

R D =i (Z—l)senz_l_ senz _senl

esth ) =lim =g —=lm 57 ==
_ .. (z+1)senz ~ senz sen(—1) -—senl senl
Res(fi=D = lim — g —=lim - =——— =5 =

jsenzd _5 _(senl_}_senl)_2 ) 1

21 =AU\ ) = 2mj - sen
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