Calculo II
30 de junio de 2016

Publicacién de notas: 11-7-2016. Revision del examen: 14-7-2016.

Problema 1 (3.5 puntos). Se llama f a la siguiente funcién definida en R?:
23y — wi?
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0 si (z,9) = (0,0).

si (z,y) # (0,0)

(a) Estudia la continuidad de f en (0,0).
(b) Determina si f es diferenciable en (0,0).

(c) Utilizando la definicién, determina si existen las derivadas de f en (0,0) en las direcciones

u= (\/75, ‘/7§> y U= (\/75, %) En caso de que existan, calcula su valor.
(d) Sea g : R? — R? la funcién definida como g (z,y) = (xy, z +vy). Calcula las derivadas
parciales de f o g en (1,0).

Solucién. (a) La funcién f no es continua en (0, 0) porque el limite a lo largo de la recta y = /3
es distinto de f (0,0):
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(b) La funcién f no es diferenciable en (0,0) porque no es continua en este punto.
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(c) Derivada de f en (0,0) en la direccién u = (ﬁ ﬁ):
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La derivada de f en (0,0) en la direccién v = (%5, %), si existiera, serfa el siguiente limite:
(et (L ) -ro0  f(E)
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Este dltimo limite no existe y, por tanto, tampoco existe la derivada en (0,0) en la direccién v.

(d) La matriz jacobiana de g (z,y) = (xy,x + y) es

taten = (17 )

Como g tiene derivadas parciales continuas en todo R?, se deduce que ¢ es diferenciable en todo
punto. Ademds, g (1,0) = (0,1). A continuacién se calculan las derivadas parciales de f en un
punto (z,y) # (0,0):

of _ B2y —yP) (ot +yt) — 4a® (2%y — ay?)
ox (z,y) = (24 4 y4)° 7
OF () = @ =329 (@ +y7) — 4y (@7 — o)
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Las funciones % y ?)_Z son continuas en todo R?\ {(0,0)}, por lo que f es diferenciable en (0, 1).
Se puede aplicar entonces la regla de la cadena:

V(£o9)(1L0) = V(0. T30 =(-10)- (| | ) =0.-1),

Por tanto,
d(fog)
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1,0) = —1.



Problema 2 (2 puntos). Se define el siguiente subconjunto de R:

D:{(x,y):x20,y20,$2+y2§1,x2—|—y222$}.

// y dxdy.
D

Solucién. El conjunto D se encuentra en el primer cuadrante del plano y estd limitado por la
circunferencia x? + y? = 1, que tiene centro (0,0) y radio 1, y la circunferencia x? + y? = 2z, que
tiene centro (1,0) y radio 1:

Calcula la siguiente integral:

En primer lugar se determina el punto de corte de las dos circunferencias:
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Entonces
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La integral también se puede calcular utilizando coordenadas polares, que llamaremos r y

«. En el primer cuadrante del plano, las circunferencias se cortan en el punto (1 /2,V/3 3/ 2) =

(cosZ,sen ). Por tanto, a va,rla entre 7/3y m/2. Sia€ (r/3,7/2) y un punto (r cos a, r sen )

pertenece a la circunferencia 2% + y? = 2z, entonces
r? cos® o + r¥sen® o = 2r cos a,
r = 2cosq.

Por tanto,
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Problema 3 (1.5 puntos). Se define el siguiente campo vectorial en R?:
F (l’,y) = (mzya 3792) :
(a) (Es F un campo conservativo en R?? Justifica la respuesta.

(b) Calcula la integral de linea de F' a lo largo de la circunferencia de centro (0,0) y radio 1,
orientada en sentido positivo.

(c) Calcula la integral de linea de F a lo largo del arco de la pardbola y* = x desde el punto
(1, —1) hasta el punto (1,1).

Solucién. (a) Se observa que

OF, ,  OF OF, OF,

a_y<x7y):x= %(xuy):y27 a_y<170>7éa_x(170)'

Por tanto, ' no es un campo conservativo en R2.

(b) Una parametrizacién de la circunferencia unidad es v () = (cost,sent) con t € [0,27].
Entonces

2
/F ds = / (cos® tsent, costsen®t) - (—sent, cost) dt
vy 0
27
= / —cos®tsen®t + cos® tsen’t dt = 0.
0

(c) Una parametrizacién del arco de pardbola es 7 (t) = (t3,t) con t € [—1,1]. Entonces

/F d /1 (t°,¢%) - (2t,1) dt /1 2 4 it dt = A7 4 L5 Lo
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Problema 4 (3 puntos).
1. Se define la siguiente funcién en R?:
u(x,y) = 2> + axy?,

donde a representa una constante real. Calcula el valor de a y determina otra funcién
v : R? — R para que la funcién de variable compleja F (z + jy) = u(x,y) + jv (x,y) sea
analitica (es decir, holomorfa) en todo C.

2. Se considera la siguiente funcién de variable compleja:

eZ

6 = inery

(a) Determina todos los polos de f y el orden de cada uno de ellos.

(b) Para cada 0 < R < In2, se llama 7 a la frontera del rectdngulo en el plano complejo
cuyos vértices son los puntos z = —R, 2 = R, 2 = R+ 2nj, 2 = —R + 2mwj. Se supone
que vy estd orientada en sentido positivo. Calcula la integral

/m f(2) de.

Solucién. 1. Para que F' sea analitica en C, las funciones u y v deben cumplir las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en todo punto del plano:

ov _ Ou o2 9 ov _ Ou L
a—y(aﬁ,y) =% (z,y) = 32~ + ay~, o (z,y) = o (z,y) = —2axy.

Entonces

a
v(z,y) = /3932 + ay’dy = 3%y + gy?’ + ¢ (),

donde ¢ : R — R es una funcién derivable. Ademas,
0 0
a_:: (z,y) = b6zy + ¢ (z) = —a—Z (z,y) = —2azy.
Entonces
¢’ (x) = (=6 — 2a) zy.
Como ¢’ no depende de la variable y, la expresién (—6 — 2a) xy tampoco puede depender de y.

Se deduce entonces que —6 — 2a =0, a = —3 y ¢’ (x) = 0 para todo z, luego ¢ es constante. Por
tanto, si k € R, las funciones

u(z,y) =2 —3wy®,  v(z,y)=3"y—y’+k

tienen derivadas parciales continuas y cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo punto,
luego F' (x + jy) = u(x,y) + jv (x,y) es analitica en todo C.

2. Las singularidades de f son los ceros de la funcién g (z) = (e* + 1) (e* + 2):

(e+1)(e+2) =0 =—-16¢ =-2.



Las soluciones de la ecuacién e* = —1 son los logaritmos de —1:
z=In|-1|+j(r+2mn) = 2n+ 1)7j (neZ).
Las soluciones de la ecuacién e* = —2 son los logaritmos de —2:
z=In|-2|+j(r+2mn)=mn2+ 2n+ 1)) (neZ).

Por tanto, f tiene una singularidad en z = (2n+1)7j y en 2 = In2+ (2n + 1)7j para todo n € Z.
Ademas,
g (z)=¢e (e +2)+ (" +1)¢7,

g ((2n+1)7j) #0  para todo n € Z,
g (In2+ (2n+1)7j) #0  para todo n € Z.

Esto demuestra que todos los ceros de g son simples. Como e* # 0 para todo z € C, se deduce
que todas las singularidades de f son polos simples.
Como 0 < R < In2, la dnica singularidad en el interior de v es z = mj. El residuo de f en
z=mj es
(z —mj)e

Resf (z) = lim =1

La integral a lo largo de 75 se calcula aplicando el teorema de los residuos:

/ f(2)dz =2mj- Resf (z) = 2mj.
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