Calculo 11
31 de mayo de 2017

Problema 1 (3’5 puntos). Sea f : R* — R? la funcion definida como
fxy) = (f(zy), f2(z,y) = (2% + 3ay® — 152 — 12y, — y) .
Sea g : R? — R otra funcion tal que g(0,0) = 3 y Vg (u,v) = <e(“’”)2,e’(“’”)2> para todo
(u,v) €R2. Sea h =go f.
(a) Determina los extremos locales (o relativos) y los puntos de silla de la funcion f.

(b) Demuestra que la ecuacion fi(x,y) = 0 define la variable y como funcién implicita de x en
un entorno del punto (0,0). Sea y = ¢ (x) esta funcion. Calcula ¢’ (0).

(c) :Es g una funcion continua? sFEs h una funcidn diferenciable? Justifica las respuestas.

(d) Halla la matriz jacobiana de h en el punto (0,0) y la ecuacion del plano tangente a la grifica
de h en el punto (0,0).

Solucién. (a) Determinamos los puntos criticos de f; igualando a cero sus derivadas parciales:

%(x,y):3x2+3y2—15:0

oz {x2+y2=5} {$2+(2/x)2:5
= =

of, Ty =2 y=2/x

a—y(m,y):6xy—12:0

N 2t =522 +4=0 N ?=4622=1 o r=4261 =%l
y=2/x y=2/x y=2/x.
Por tanto, los puntos criticos son (2,1), (=2, —1), (1,2) y (=1, —2). Para determinar qué tipo de
punto critico es cada uno se utiliza el hessiano de la funcién:

Phew Thay
ozz Y Oxdy Y 61 6y
H (z,y) = = =36 (x2 — y2)
6y 6x
Phoy By |

Como H (2,1) >0y %Qxél (2,1) > 0, la funcién f; tiene un minimo en (2,1). Como H (—2,—1) >0

y %2;;1 (—=2,—1) < 0, f; tiene un maximo en (—2,—1). Como H (1,2) < 0y H(-1,-2) <0, f

tiene puntos de silla en (1,2) y en (=1, —2).

(b) La funcién f; tiene derivadas parciales continuas en todo R? por ser un polinomio. Como
f1(0,0) =0y %—fyl (0,0) = —12 # 0, existe un intervalo (0 — 9,0+ J) (para algin 6 > 0) y existe
una funcién (implicita) ¢ : (—9,0) — R con derivada continua tal que p(0) =0y fi (z, ¢ (z)) =0
para todo x € (=6, ). Por tanto, para todo z € (—d,0) se cumple que

0= % [f1 (2, ¢ (2))] = % (z, (7)) + %—J;l (@, () ¢ (z).



Entonces

s[),(x):_%(aw(fﬁ)
a];l(wa@(m)
En x = 0 se obtiene
s s %00 5
L0,0(0)  Fo(o, -12 4

(¢) La igualdad Vg (u,v) = <e(“_”)2,e_(“_”)2> significa que 22 (u,v) = @™ y % (u,v) =

ou
2 ., . . . .
e~ (=¥ Se observa asi que la funcién g tiene derivadas parciales continuas en todo punto del

plano. En consecuencia, g es una funcién diferenciable y, por tanto, continua en todo R2. Por otra
parte, f también es diferenciable en todo punto de R? porque sus funciones componentes f; y fo
son diferenciables, ya que sus derivadas parciales

dfi 9 2 dfi af af
— = -1 — = —12 —— =1 —— =-1
o 3z° + 3y D, By 6y , o , By ,

son continuas en todo punto. Entonces h = go f es la composicién de dos funciones diferenciables,
por lo que es una funcién diferenciable en todo punto de R2.

(d) Para hallar la matriz jacobiana de h en el punto (0,0) se utilizard la regla de la cadena:

I (070> = Jg (f (070)) ’ ‘]f (070) = Jg (O’O) ’ ‘]f (070) =Vy (070> ) Jf (070)
= (1,1) ( _115 __112 ) = (—14,-13).

La ecuacion del plano en (0,0) es

oh oh
z_h(0,0)+%(o,0)a:+a—y(o,o)y.

Se indica en el enunciado que g (0,0) = 3, luego A (0,0) = ¢ (f(0,0)) = ¢(0,0) = 3. Ademds,
Ju (0,0) = (—14,-13), por lo que % (0,0) = —14 y g—’; (0,0) = —13. Por tanto, la ecuacién del
plano tangente es

z=3— 14z — 13y.



Problema 2 (3 puntos).
(a) Representa grdficamente el conjunto A ={(x,y) e R*/ -1 <z <1, |z|-1<y<1—2a?}.

(b) Expresa la integral [[ " x%dxdy en los dos drdenes de integracion en coordenadas cartesianas
y calcilala.

(c) Calcula la integral de linea de F (z,y) = (2zy® — y?*cosx, 1+ 3z%y* — 2ysenz) a lo largo la

curva vy de ecuacion x = §y2 desde el punto (0,0) hasta el punto (g, 1).

Solucién. (a) En el siguiente grafico se representa la curva y = |z| — 1 en rojo, la curva y = 1 — 22
en verde y el conjunto A en gris:

1

(b) Por el teorema de Fubini se cumple que

0 pl-z? 1 pl—a?
/ / 2drdy = / / v2dydx + / / w2 dydx
A —-1J—z-1 0 z—1
0 y+1 1 Vi—y
= / / xdedy—i-// 2dxdy.
—1J-y-1 0 J—v1—y

El conjunto A es simétrico respecto al eje OY y, ademds, la funcién f (z,y) = 22 tiene la propiedad



de que f (z,y) = f (—x,y). Por tanto,

1 pl—a? 1
//xdedy = 2/ / 22dydx = 2/ 2y yiliaf dx
A 0 Jo—1 0 y=
1 1
= 2/ (mQ—x4—x3+x2)dx:/ (—2x4—2x3+4x2)dx
0 0

=13
. 30°

—2° ozt 43

3 2 3

xr=

(c) La funcién F tiene derivadas parciales continuas en todo R?. Ademds,

OF, o, _ OF,
a—y(fc,y) = 6ay” — 2ycosz = — = (2,y).

Por tanto, F' es un campo conservativo en R?, es decir, existe una funcién f : R> — R con la
propiedad de que Vf (z,y) = F (z,y) para todo (z,y) € R% Como g—; (x,y) = F»(z,y), se deduce
que

f(x,y):/Fg(x,y)dy:/(1+3x2y2—2ysenx)dy:y+x2y3—y2senx+g(x),

donde g : R — R es una funcién derivable que s6lo depende de z. Ademss,

0
of (z,y) = 22y® — y*cosz + ¢ (z) = Fy (v, y) = 229> — y* cos z.

ox

Se deduce entonces que ¢’ () = 0 para todo z € R, es decir, g es una constante arbitraria. Por
tanto, para cada c € R, la funcién

f(z,y) =y +2%y* —y*senz +c

es un potencial de F'. La integral de linea se obtiene evaluando f en los extremos de la curva ~:
2

/F-ds=f<g,1>—f(o,0)=%

Y



Problema 3 (3’5 puntos).

1. Calcula todas las soluciones complejas de la ecuacion cos (z) + 2 = 0.

2. Para cada R > 0, se llama 'y al contorno cerrado y orientado positivamente definido como
I'r = [-R, R UCRg, donde [-R, R] es el intervalo cerrado de extremos —R y R y Cr es la
semicircunferencia superior de centro el origen y radio R. Sea f la funcion

el*

(22412 (2249)

f(z) =

(a) Halla todos los polos de [ y el orden de cada uno de ellos.
(b) Calcula la integral fFR f(2)dz cuando R > 3.

Solucién. 1. Ecuacion cos (2) + 2 = 0:

jz 4 e=i% . :
Cos(z)—|—2:%+2:O©63Z+6_]2+4:0

& (%) +4e" +1=00 " = 24 3.
Si e = —2 — /3, entonces

jo=tn|-2= V3| +j(r+2m) =In (24 V3) + @+ )7j  (ne).

Por tanto,
s=@n+Dr—jl(24V3)  (nez).

Si e/ = —2 + /3, entonces
jzzln‘—2+\/§‘ +j (7 + 2mn) :1n<2—\/§> +2n+1)7j (neZ).

Por tanto,
z:(2n+1)7r—jln<2—\/§) (neZ).

El conjunto de todas las soluciones de la ecuacién es {(2n + 1) 7 — jln (2 £ \/3) / nez}.

2. (a) La funcién f es el cociente de dos funciones analiticas (es decir, holomorfas) en todo
C. Ademss, e/* # 0 para todo z € C. Por tanto, las unicas singularidades de f son los ceros de
9(2) = (£ +1)° (2> + 9);

g(2) =+ (=) (+3))(z=3j) =0 2=%j 6 z = +3j.

Los puntos z = j y 2 = —j son ceros dobles de g y, por tanto, polos dobles de f. Los puntos
z=37] y z = —3j son ceros simples de g y, por ello, polos simples de f.

(b) Si R > 3, entonces los puntos z = j y z = 3j se encuentran en el interior de 'z, mientras
que z = —J y 2z = —3j se encuentran en el exterior de I'g:



Por el teorema de los residuos se cumple que

/F f(2)dz = 27j (Res (F (=), ) + Res (f (), 3))).

A continuacién se calcula el residuo de f en z = j. Teniendo en cuenta que se trata de un polo

doble, se obtiene que

Res(f(2),j) = llg;iz [(z _j)Qf(Z)} = i{{;d% [(Z —j)2 (z+j)2 (z e_jzj)g (22 +9)
d e’
= lm o {(z—}—j) (22+9)}

(i) (P +9) = 2(2+4) (2P +9) — € (2 4)° 22

) (z+5)" (22 +9)?
B je_l'(—4)-8—6_1-2-2j-8—€_1-(—4)-2j_ -7 .
- 16 - 64 ~128¢”
Ahora se calcula el residuo en z = 33, que es un polo simple:
ez
Res(f(z),37) = lim (2 —3j z)=lim (z — 3y

el? e 3 -1
= lim = = J-
2=35 (22 4+ 1)% (2 +35) 64-65 3843

Por tanto,

/ f(2)dz = 27 T 1 . T n T 21e? 4+ 1
2)dz =27j | — - =— = .
- T\ " 128¢7 " 384637 ) T Gae T 19268 T 10268



