Calculo 11

Apellidos: Nombre:
Fecha: 30-5-2018. Duracién: 3 horas.
Publicacion de notas: 8-6-2018. Revision: 13-6-2018.

Las respuestas deben estar correctamente redactadas y justificadas.

Ejercicio 1. (3.5 puntos).

L @) £0.0)
—— i(z

a) Se considera la funcién F(z,y) =< 22 + y? Y ’
0 si (z,y) = (0,0).

i) Estudia la continuidad de F' en (0,0) y calcula, si existen, sus derivadas parciales en (0,0).

)
ii) Para cada 0 € [0, 27|, halla la derivada direccional de F en (0,0) en la direccién v = (cos @, sen6).
iii) A la vista de lo obtenido en el apartado anterior, determina si F' es diferenciable en (0,0).

)

iv) Determina si F' diferenciable en el punto (1,2).

b) Sea f(z,y) = (2 + y?, 22 — y?) y sea g : R? — R? una funcién diferenciable en todo punto y cuya

matriz jacobiana en (2,0) es Jg(2,0) = < L1

5 3 ) Calcula la matriz jacobiana de go f en (1,1).

¢) Determina los maximos y minimos relativos y los puntos de silla de h(x,y) = 2 + > — 2y.

Solucioén.
a)(i) Estudiamos la existencia del limite de F' en (0,0) utilizando coordenadas polares:

3 cos® a + r3sen® «

lim F'(r cos o, rsen o) = lim ——— 55— = limr (cos3 o + sen® ).
r—0 r—07r“cos“a+r“sen“a  r—0

3

Como el término cos® a + sen® a estd acotado y h'r% r = 0, se deduce que
T

lim r (cos3 a + sen® @) = 0.
r—0

Por tanto, existe  lim  F(x,y) = F(0,0), es decir, F' es continua en (0,0).
(z,)—(0,0)
La derivada parcial de F' respecto a z en el punto (0,0) es

ox t—0 t t—0 t

OF F(t,0) = F(0,0) _ &

(ii) Para cada 6 € [0, 2], la derivada de F' en (0,0) en la direccién v = (cos@,sen ) es

D,F(0,0) = lim ((0,0) +tv) = F(0,0) _ . F(tcosd,tsenb)
t—0 t £50 ;

t% cos? O+t% sen® 0
l{m L2cos® 0+¢% sen® 6.
t—0 t

= cos® 0 + sen® 6.

(iii) Si la funcién F fuera diferenciable en (0,0), para todo vector v = (cos#,sen ) se cumpliria que

D,F(0,0) = VF(0,0)-v=(1,1) - (cosf,senf) = cos# + sen 6.



Sin embargo, si §# = 7/6, entonces

F(0,0) = cos® (g) + sen® 7T ({)

VF(O,O)-UZCOS(%) +sen(%) :\gg—i—;

Como D, F(0,0) # VF(0,0) - v, se deduce que F' no es diferenciable en (0, 0).

mientras que

(iv) La funcién F si es diferenciable en (1,2) porque sus derivadas parciales son continuas en todo punto

(z,y) # (0,0):

OF (= 3@ 49t =2@dey) O 3Pa+y) =2 )
ox TY) = ($2+y2)2 ) 3y Y) = ($2+y2)2 .

b) La funcién f es diferenciable en R? porque sus componentes fi(z,y) = 22 +y? vy fa(z,y) = 22 —y? tienen
derivadas parciales continuas en todo punto. Su matriz jacobiana en un punto (x,y) es

i = (5 ).

Ademds, g es diferenciable en todo punto por hipdtesis. Por la regla de la cadena sabemos que

Jgo HLTY) = Jg(f(1,1)-Jf(1,1) = Jg(2,0) - Jf(1,1)
- (2a) (2 5)-(0 %)

c) Para determinar los extremos locales de h(z,y) = z? + y® — 2y calculamos en primer lugar los puntos
criticos de la funcidn:

oh

oY) =2y =0 y = 2 y =2
= &

gl;(a:,y) =3y* -2 =0 3(22) —x =0 (120 —1) =0

L
12>

Hp(z,y) = < _21 gyl )

Evaluamos la matriz hessiana en los puntos criticos:

2 -1 1 1 2 -1
Como el determinante de Hp(0,0) es negativo, se deduce que h tiene un punto de silla en (0,0). Como el

1 s ?h(1 1
determinante de Hy (35, &) es positivo y %2 (135 5)

(13:5):

Por tanto, los puntos criticos son (0,0) y (55, ). La matriz hessiana de h en un punto (z,y) es

= 2 > 0, se obtiene que h tiene un minimo relativo en



Apellidos: Nombre:

b

ii) Expresa la integral doble / / (2x — 1)ez2+y dzdy en los dos 6rdenes de integracion.
A

Ejercicio 2. (3 puntos).

N |

a) SeaA:{(x,y)eRQ:x—i—yZl, y<1l—2a2% x>

i) Dibuja el conjunto A.

iii) Calcula la integral // (2z — 1)ex2+y dzdy.
A

b) Sea «y la curva formada por la unién del segmento desde (—1, 1) hasta (0,0) y el arco de la parédbola

y = 2% desde (0,0) hasta (1,1). Calcula la integral de linea /(x2 + 2y)dx + (y? — 2x)dy.
g

Solucioén.

a)(i) La recta x +y = 1 y la pardbola y = 1 — 22 se cortan en los puntos (0,1) y (1,0). Larectaz +y =1y
la recta x = 1/2 se cortan en el punto (1/2,1/2). Por tltimo, la recta x = 1/2 y la parébola se cortan en el
punto (1/2,3/4). El siguiente grafico representa la recta x 4+ y = 1 en color morado, la pardbola y = 1 — 22
en azul, la recta x = 1/2 en rojo y el conjunto A en gris:

1.57

-0.5 0. o5 1 1.5

-0.54

(ii) Por los puntos de corte de las curvas que delimitan A, se tiene que

1 1—a?
// (2z — 1)6”32+yd:cdy = / (/ (22 — 1)ez2+ydy> dr =
A 12 \J1-2
1/2 T—y ) 3/4 -y 5
= / / (22 — 1)e* Tdx | dy —I—/ / (22 — 1)e* T¥dz | dy.
0 1—y 1/2 1/2

(iii) A continuacién calculamos el valor de la integral:

1 1—22 1 g2
// (22 — 1>6x2+yd$dy = / / (2z — 1)6x2+ydy dx = / [(2% — 1)6z2+y}y dx
A 1/2 1—x 1/2 y=1l—=zx

= /1/12 ((Zx —1e— (22 — 1)6x2+1_a’> dx

_ 2 _ x%kx]”ﬁzl _ 34 3€
[(az xr)e —e s e 1



b) Una parametrizacién del segmento es
a(t)=(-1+t,1—1) 0<t<1).
Una parametrizacion del arco de la parabola es
Blt)=(t,t*)  (0<t<1).

Entonces

/(902 +2y)da + (y° - 22)dy = /(:v2 +2y)da + (y° — 2x)dy + /(902 +2y)dx + (y* — 22)dy
v e B

= /1 (1462 +2(1—1) -1+ (1 —t)* —=2(=1+1¢)) - (-1)) dt
0

1
+/ (> +2t%) -1+ (¢* —2t) - 2t) dt

0
1 L 6 43
= 0dt 2t° —t)dt = — — —
Jy o e g

t=1
=0.
t=0
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Ejercicio 3. (3.5 puntos).
a) Calcula todos los niimeros complejos z tales que (1 +j)z3 4+j —1=0.

ze”?

i) Halla los ceros y los polos de f e indica su orden.

b) Sea f(z) =

ii) Calcula la integral de f a lo largo de la circunferencia C' de ecuacién |z — j| = 3.

2
, 2
c¢) Utiliza el cambio de variable z = e/ para calcular la integral real / ——dt
o 2-+sent
Solucién.
a) Solucién de la ecuacién:
1—j 1—j)2 1-2j—1 :
1+)2+j—-1=0e23= j__(-J) J =—j.

L) 0+)0-4) 2

Por tanto, las soluciones son las raices cubicas de —j:

o BH2hn <_27T+27rk:> ) (‘2“+27r/<:
z=ce 3 =cos| —=——-—— | +Jsen B

3

N——
—
o
|
=
\‘P—‘
[\
~—

Es decir, las tres soluciones son

= v
z0 = €j6_C05( >+]sen(6
or(5) 32 5) -

2

21 et 6'7 6

z = €% = cos 7— + jsen 77r ——é—l'
2= - psen\s )=y T

b) La funcién f tiene un cero simple en z = 0. Ademaés, como (22 +9)? = (z — 35)%(z + 35)?, se deduce que
f tiene dos polos dobles en z = 3j y z = —3j. La tnica singularidad de f en el interior de C es el punto
z = 3j. Al ser un polo doble, el residuo en z = 3j es

d d ze®
R = lim — [(z - 3j)? = lim — [(z — 3j)?
Resf(2) Jin, o (e =30)°f ()] = Jim, = [(Z 7) (z — 3j)2(z + 35)2
lm d ze? i (€ + ze*)(z + 35)? — 2z€* (2 + 3j)
= 1m — = 11m
2—3j dZ (Z + 3])2 2—3j (Z + 3])4
z S\ z
— lim (e* + ze )(z+?j) 2ze
23] (z+35)3
(¥ +3jeY) 65 —6je3T  —18e¥ 3
N (65)3 2165 125
Por el teorema de los residuos, se cumple que
e3 weSj
dz =27j - =2
| 7z = 2mj - Res(2) = 2mi - £ = T

c) La integral del enunciado se puede escribir del siguiente modo:

2T 2 2 .
2 2 4
/ Cyp—l / gt et _/ %dt
o 2-+sent 0 24 gizet o 4j+et—ed

25

2w - gt
4jel 4
= / 271 Je n dt:/ 2 . dZ,
o €Yt 44jert —1 l2|=1 2~ +4jz =1




donde 2z = €’f, con 0 < t < 27, es una parametrizacién de la circunferencia |z| = 1, que tiene centro 0 y
radio 1. Las singularidades de la funcién

4

95 = a1

son los ceros de 2% +4jz — 1:

P2 4djz—1=0& 2=

—4j+ /1614  —45+2V3j)
j g 6+4 ‘72\/3‘7_—2j:|:\/§j,

Los puntos z; = (—2 — \/§)j y 22 = (—2+ \/§)j son ceros simples del polinomio 2% + 4jz — 1 y, por tanto,

son polos simples de g. Como z; se encuentra en el exterior de la circunferencia |z| = 1 y 22 se encuentra en
el interior, por el teorema de los residuos se cumple que

2w 2 4
——dt = —————dz=27j-R
/0 2 +sent /lzl 22 +452—1 2=y z:ezig(z)

. ’ = ] f 4(Z - z2)
= 27j- ZILHZE(Z — 22)9(2) = 2mj 'zll>n;2 m
87mj(z — 22) 8 8J el

= lim = = ==

om(z-a)(z-22) 2m-z2 235 V3




