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Ejercicio 1 (1.5 puntos) Una empresa efectia operaciones comerciales en 3 mercados (A, By C).
El 20% de sus operaciones las realiza en el mercado A y en los mercados B y C realiza exactamente
el mismo numero de operaciones. El porcentaje de operaciones en las que se producen retrasos en el

pago es del 10, 15 y 5% en los mercados A, B y C, respectivamente.

(a) ¢En qué porcentaje de operaciones de la empresa no se producen retrasos en el pago?

Solucion.

P(R) = P(R/A)P(A) + P(R/B)P(B) + P(R/C)P(C) =0.9- 0.2+ 0.85- 0.4 + 0.95- 0.4 = 0.9

(b) ;Qué porcentagje de las operaciones en las que se ha retrasado el pago han sido realizadas en el
mercado B?
Solucion.

P(BNR P(R/B)P(B) 0.15-04

P(B/R) = P(R) PR 1-09 O

(c) Elegida una operacion al azar, ;qué probabilidad hay de que no tenga retraso en el pago y corres-

ponda al mercado A o C?
Solucion.
P(RN(AUC))=P((RNA)U(RNC))=PRNA)+P(RNC)—P(RNANC)
=P(R/A)P(A) + P(R/C)P(C) — P(#) =0.9-0.2+0.95-0.4 — 0 = 0.56

(d) Si una operacion no ha sufrido retraso en el pago, ;cudl es la probabilidad de que corresponda a

uno de los dos mercados A o C?

Solucion.

P((AUC)/R) =




Ejercicio 2 (1.5 puntos) Se escogen aleatoriamente y de forma independiente ocho nimeros reales

del intervalo (0,1).

(a) Calcula la probabilidad de que los cuatro primeros nimeros sean menores que 0.25 y los cuatro

ultimos sean mayores que 0.25.
Solucion.
Sea X; la abscisa del nimero escogido en el lugar 7, i=1,2,...8.

Denotamos por A; el suceso (X; < 0.25).

X; ~U(0,1)

Por ser X; variables aleatorias independientes y por estar idénticamente distribuidas,
P(A1NAyNA3N AgNAs N Ag N A7 N Ag) = [P(A)*[P(A))* = [P(X; < 0.25]* - [P(X; > 0.25)*
=0.25% . 0.75* = 0.0012
(b) Calcula la probabilidad de que cuatro nimeros sean menores que 0.25 y cuatro mayores que 0.25.
Solucion.
Sea X la variable aleatoria que cuenta cuantos ntimeros, de los 8 elegidos, son menores que 0.25.

X ~ Bin(n = 8,p = 0.25)

8
P(X =4) = (4)0.254 -0.75* = 70 - 0.0012 = 0.0865

(¢) Calcula la probabilidad de que los tres primeros nimeros sean menores que 0.25, los dos siguientes

estén entre 0.25 y 0.75 y los tres ultimos sean mayores que 0.75.

Solucion.
Denotamos por A4;, B; y C; los sucesos (X; < 0.25), (0.25 < X; < 0.75) y (X; > 0.75), respecti-
vamente, con ¢ = 1,2,...,8.

Por ser X; variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,

P(A1NAyN A3N ByN BN Cs N C7 N Cy) = [P(A)P[P(B))*[P(Ci)?
= [P(X; < 0.25)]*[P(0.25 < X; < 0.75)]*[P(X; > 0.75)]*
=0.25% - 0.5% - 0.25° = 0.000061

(d) Calcula la probabilidad de que tres nimeros sean menores que 0.25, dos estén entre 0.25 y 0.75,

y tres sean mayores que 0.75.

Solucion.

Sea X la variable aleatoria que mide el nimero de veces que ocurre A;.
Sea X5 la variable aleatoria que mide el nimero de veces que ocurre B;.

Sea X3 la variable aleatoria que mide el niimero de veces que ocurre Cj.

(X1, X2, X3) ~ Mult(n = 8,p; = 0.25,p2 = 0.5, p3 = 0.25)

8!
P(Xy=3,X; =2,X5=3) = op s -0.25% - 0.5% - 0.25° = 0.034




Ejercicio 3 (1 punto) Sea n un nimero entero y sea X una variable aleatoria continua con funcién
de densidad

-1
(5", 0<z<2

fz) =

(eI

en otro caso

(a) Calcula E[X] y VAR(X).

Solucion.

+oo 2 n—1 n+1 2 2
E(X):/ xf(x)dng/ x(g) dx:%' x __“n
—o0 0 n+1ll, n+1
VAR(X) = E(X?) — [E(X)]?
teo 2 n—1 n 2|2 in
E(X?) = 2 d :n/ 2 (% de = . _
(X7) /_Ooxf(x)x 2 ), <2> = at3| Tt

4n 4n? 4n

VAR(X) = —— = (n+12 (n+1)2%(n+2)

n+1
n

(b) Calcula E[Y] y VAR(Y).

Sea Y = X

Solucién.
E(Y):EKn:l)-X] :nZI'E(X)_nzl'n2f1:2
VAR(Y) = VAR [("“) .X] _ <n+1>2-VAR( )= <nzl)2'(n+2?&+1)2 _ n(n4+ .

Ejercicio 4 (1 punto) Los tiempos, X eY, que tardan dos estudiantes A y B en resolver un problema,
son independientes y ambos tienen distribucion exponencial con pardmetro .
(a) Calcula la funcion de densidad conjunta de (X,Y).
Solucion.

Por ser X e Y independientes,

e M \e M si x>0, y>0

0 en otro caso

flz,y) = fx(@) - fr(y) = {

A2e=AMzt+y) si x>0, y>0
flx,y) =
0 en otro caso



(b) Calcula la probabilidad de que el estudiante A requiera por lo menos el doble de tiempo que el

estudiante B para resolver el problema.

Solucion.

+o0 z/2 +00 /2
P(X >2Y) = / dx / A2 ANEHY) gy — / Ae e / Ae ™ dy | dx
0 0 0 0

2
/ e dy —e*Ay‘m PRRSYY:
0 0

“+o0o +00 +00
P(X > 2Y) :/ )\G*AJB <1 o 6*)@/2) dr :/ )\67)\:2 dx _/ )\673)\1'/2 dr
0 0 0
+oo
2!
. 373
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Ejercicio 5 (1 punto) Sean X eY wariables aleatorias independientes ambas con distribucion normal

de pardmetros px = 6, O'g( =1L ypy =1, 0}2, = 2. Calcula P(X >Y).

Solucion.

XNN(/'LX:6702 =1), YNN(:UY:?»O-;Q/:Q)

X

Por ser X e Y normales independientes, (X, Y") sigue una distribucién normal bidimensional, siendo
X e Y variables aleatorias incorrelacionadas.

Entonces,

o X—Y:(l —1)(?/()

resulta que X — Y sigue una distribuciéon normal cuya media es

u:(l —1)(2):—1
=) ()

PX>Y)=P(X-Y >0)=P(Z>1/V3)=1-®,(1/V3) =1—&,(0.57) = 0.2843

y cuya varianza es,

Donde @, es la funcién de distribucién de la variable aleatoria normal de media 0 y varianza 1.



Ejercicio 6 (1 punto) Sean X1, Xo,..., X, variables aleatorias independientes, todas con distribucion

exponencial de pardmetro A = 1. Utiliza el teorema central del limite para obtener el valor mds pequeno
de n tal que

1 n
Pl|- X, —1/<01] >0.
(nz k=1 _o1> > 0.9
k=1
Solucion.
Sabemos que las variables aleatorias X1, X, ..., X, son independientes e idénticamente distribuidas
con distribucién exponencial de pardmetro A = 1, en consecuencia: E[X;] = 1 y VAR(X;) = 1,

1=1,2...,n. Asi pues

E

ZXi] =) E[Xi]=n

=1 =1

VAR (Zn: XZ-> = iVAR(Xi) —n
=1

i=1
El Teorema Central del Limite afirma que

Xl—l—...—l-Xn—?’L
T

sigue, aproximadamente, una distribucién normal de media 0 y varianza 1.

7 =

La desigualdad del enunciado es equivalente a

P ('Zﬁlfk—” < 0.1) _p (’Z’,gzl\;}—n

<+/n- 0.1) > 0.9
y aplicando el Teorema central del limite resulta
P(|Z| <v/n-01)>09

Por tanto
2@2(\/ﬁ -0.1)-1>09<« (IDZ(\/E- 0.1) > 0.95

Consultando las tablas resulta finalmente

V0.1 =1.65

es decir, n > (1.65)%2102 = 272.25, y el valor buscado de n es 273



Ejercicio 7 (1.5 puntos) De una muestra de tamano 18 de una poblacion normal, se ha obtenido la
stguiente media y cuasivarianza muestral T = 26.82, s% = 61.23.
Nota: Sea X una variable aleatoria con distribucion t de Student con 17 grados de libertad. La

siguiente tabla muestra los valores de su funcion de distribucion en diferentes abscisas

x \0.53 0.86 2.59 2.89
P(X<z)| 0.7 08 099 0.99

Nota: Sea Y una variable aleatoria con distribucion Chi cuadrado con 17 grados de libertad. La

stguiente tabla muestra los valores de su funcion de distribucion en diferentes abscisas

y | 725 1345 2081 30.99
P(Y<y) | 002 029 07 098

(a) Calcula un intervalo de confianza al 99 % para la media de la poblacion.
Solucion.

El intervalo de confianza para la media al 99 % es

_ S1 _
(:L‘ ~ Go.905 ° %’ T+ G995 * %)

donde g, 445 es el cuantil de orden 0.995 de una ;7.

Sustituyendo y operando resulta

1.2 1.2
(26.82 —2.89- ‘/61—83, 26.82 + 2.89 - ,/6183> = (21.48,32.15)

(b) ;Podemos admitir, con un nivel de significacion o = 0.04, que la varianza de la poblacion es

0?2 =502 ;Cudl es el p-valor del contraste?
Solucion.

Realizamos el siguiente contraste de hipdtesis

Hy: 0?2 =50
Hy : 0% # 50.
a =0.04
Si Hy es cierta,

n—1)S2

T = 7( 50) ! NX%—l
El valor de T en la muestra es
17-61.23 90.81
50 7

Qo2 Y o 05 SON los cuantiles de orden 0.02 y 0.98 de una x3-, asi pues el intervalo de aceptacién

sera,

(quOQv Q(Lgs) = (7'25730'99)

Se acepta Hy pues 20.81 € (7.25,30.99).

El p-valor del contraste es:

p-valor = 2 - min{P(x%; > 20.81), P(x3, < 20.81)} = 2-min{0.24, 0.76} = 0.48

Se acepta la hipétesis nula Va < 0.48.



Ejercicio 8 (1 punto) El nimero de accidentes de trdfico que se producen en una ciudad en el intervalo
[0,t) es un proceso de Poisson de tasa A = 14 accidentes por semana. Si se sabe que en una semana

han ocurrido siete accidentes, jcudl es la probabilidad de que ocurra eractamente un accidente cada
dia de esa semana?

Solucion.

Sabemos que el nimero de accidentes de tréfico que ocurren en una ciudad en el intervalo [0,t) es

un proceso de Poisson de tasa 14 accidentes por semana, por tanto, para cada valor de t, en semanas,
N(t) ~ Pois(14t), es decir

(14t)

P(N(t) =i) = e 14 -

L i=0,1,2,...

El nimero de accidentes que ocurren en un dia tiene igual distribucién que N(1/7), luego
N(1/7) ~ Pois(2)

N(d/7) — N((d — 1)/7) representa el nimero de accidentes que ocurren el dia d de la semana,

d=1,2,...,7, N(0O) = 0, por ser un proceso de Poisson, son independientes, estan idénticamente
distribuidas y tiene igual distribucién que N(1/7).
Nos piden
P (NI_[N(d/7) = N((d—1)/7) =1 NN(1) =7)
P (M54 [N(d/7) = N((d—1)/7) = 1]/N(1) = 7) =——%E1
7
P <ﬂ[N(d/7) - N(d-1)/7) = 1])
d=1
B P(N(1) =7)
7
[P WN(d/7) = N((d—1)/7)=1)
_d=1
P(N(1) =17)
(e2-2)" 71
== = — ~0.0061
e—14. 17;4!7 7
4
Ejercicio 9 (0.5 puntos) Sea X (t) un proceso estacionario, con densidad espectral Sx(w) = 11
1
y sea Y (t) la respuesta de un sistema lineal a la entrada X (t), siendo H(w) = T 0 la funcion de

transferencia del sistema.

Calcula la potencia media de X (t) y la densidad espectral de Y (t).

Solucion.

La potencia media de X es

La densidad espectral de Y es
Sy (w) =| H(w) [* - Sx(w)

_ 1 Lw
“N\Txe? 1Rl

1 4
14 w? 4402

2y
4 + w?




